
Êàçàíñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

Ð. Ê. Ìóõàðëÿìîâ, Ò. Í. Ïàíêðàòüåâà

ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå

Êàçàíü - 2013



ÓÄÊ 517.925

Ïå÷àòàåòñÿ ïî ðåøåíèþ Ó÷¼íîãî ñîâåòà
ôèëèàëà Êàçàíñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà

â ã. Çåëåíîäîëüñê

Ðåöåíçåíòû:
ïðîôåññîð êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÊÃÝÓ, ä.ô.-ì.í.
Ñ. À. Ãðèãîðÿí,
äîöåíò êàôåäðû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è ãðàâèòàöèè ÊÔÓ, ê.ô.-ì.í.
Â.À. Ïîïîâ.

Ìóõàðëÿìîâ Ð. Ê., Ïàíêðàòüåâà Ò. Í.
Ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. � Êàçàíü:

ÊÔÓ, 2013. - 30 ñ.

Äàííîå ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî ìåòîäàì ðåøåíèÿ ñèñòåì
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èçó÷àåìûõ â ðàìêàõ êóðñà
"Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ" â Èíñòèòóòå ôèçèêè ÊÔÓ è íà ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ôèëèàëà ÊÔÓ â ã. Çåëåíîäîëüñê. Ýòî ïîñîáèå
ïðåäëàãàåòñÿ â ïîìîùü ñòóäåíòàì äëÿ ýôôåêòèâíîãî îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà, à
òàêæå äëÿ ïðîâåäåíèÿ àóäèòîðíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé. Â êàæäîì ðàçäå-
ëå ïðèâîäÿòñÿ ìèíèìàëüíûå íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, ìåòîäû
ðåøåíèÿ è ïîäðîáíî ðàçáèðàþòñÿ òèïîâûå ïðèìåðû. Â êîíöå ðàçäåëà ïðåä-
ëàãàþòñÿ çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

c©Êàçàíñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, 2013

2



Ñîäåðæàíèå

1 Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè 4

2 Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ 16

3 Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìåòîä íåîïðåäåë¼í-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ 19

4 Íåëèíåéíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 25

3



1 Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ëèíåéíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé





ẋ1 = a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn + f1(t),

ẋ2 = a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn + f2(t),

· · ·
ẋn = an1x1 + an2x2 + ... + annxn + fn(t),

(1)

ãäå êîýôôèöèåíòû aij ïîñòîÿííû, ẋi ≡ dxi

dt
.

Ââåä¼ì âåêòîðû è ìàòðèöó:

X =




x1

x2
...

xn




, F =




f1

f2
...

fn




, A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · ·
an1 an2 . . . ann




.

Ñèñòåìó (1) ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå:

Ẋ = AX + F. (2)

Îïðåäåëåíèå 1.2. Åñëè ñâîáîäíûå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ F = O , òî ñèñòåìà

Ẋ = AX (3)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íåîáõîäèìî íàéòè n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøå-
íèé X1, . . . , Xn , ÷òîáû ïîñòðîèòü îáùåå ðåøåíèå X ñèñòåìû (3):
X = C1X1 + . . . + CnXn , C1, . . . , Cn - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
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×àñòíûå ðåøåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå Xi = eλtB . Çäåñü

B =




b1

b2
...
bn




; λ, b1, b2, . . . , bn − ÷èñëà.

Ïîäñòàâèì X i â ñèñòåìó (3): λeλtB = AeλtB , èëè

(A− Eλ)B = O, (4)

ãäå E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà:

E =




1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

· · ·
0 0 . . . 1




.

Êàê èçâåñòíî èç ëèíåéíîé àëãåáðû, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ
îäíîðîäíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (4), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû îïðåäåëèòåëü áûë ðàâåí íóëþ

|A− Eλ| = 0. (5)

Óñëîâèå (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñòåïåíè n íà ÷èñëà
λ , ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì. λ - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû A , à B - ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé λ . Ñîâîêóïíîñòè ðåøå-
íèé λ1, ..., λn óðàâíåíèÿ (5) âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò íàáîð n ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (3). Âèä ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ çàâèñèò îò òèïà
êîðíÿ λi . Êîðåíü ìîæåò áûòü âåùåñòâåííûì èëè êîìïëåêñíûì, à òàêæå èìååò
ïàðàìåòð êðàòíîñòè (êîðíè ìîãóò ñîâïàäàòü). Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè.

Âåùåñòâåííûé îäíîêðàòíûé êîðåíü λi äà¼ò îäíî ðåøåíèå X i = eλitBi ,
ãäå Bi - âåùåñòâåííûé âåêòîð.

Êîìïëåêñíîìó êîðíþ λj = α + iβ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå Xj = eλjtBj ,
ýëåìåíòû ñòîëáöà Bj ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Ìîæíî âûäåëèòü
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ðåàëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ðåøåíèÿ Xj = U + iV . Ôóíêöèè U è V òàêæå
ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (3), êîòîðûå ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûé êîðåíü λj+1 = α− iβ íå äà¼ò íîâûõ íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âåùåñòâåííîãî êîðíÿ λk ñ êðàòíîñòüþ s . Ïóñòü ðàíã
ìàòðèöû (A−Eλk) ðàâåí r , à n - ïîðÿäîê ýòîé ìàòðèöû, òîãäà ñèñòåìà (4)
èìååò m ≡ n−r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé. Åñëè m = s , òî ñóùåñòâóåò s

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé X i = eλktBi, i = 1 . . . s . Åñëè m < s ,
òî ðåøåíèå èìååò âèä Xk = eλkt(B+Ct+Dt2 + . . .+Qts−m) . Ïîäñòàâèì Xk â
ñèñòåìó (3) è, ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t , ïîëó÷èì
ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé íà íåèçâåñòíûå ñòîëáöû B, C, D, . . . Q :




(A− Eλ)B = C,

(A− Eλ)C = 2D,

· · ·
Å¼ îáùåå ðåøåíèå áóäåò ñîäåðæàòü s ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ.
Ïðèìåð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





ẋ = 2x + y,

ẏ = 3x + 4y.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ìàòðèöó ñèñòåìû. Êîýôôèöèåíòû ïðè x îáðàçóþò
ïåðâûé ñòîëáåö, ïðè y - âòîðîé:

A =

(
2 1

3 4

)
,

çàïèøåì ìàòðèöó

A− Eλ =

(
2− λ 1

3 4− λ

)
.

Ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

|A− Eλ| =
∣∣∣∣∣

2− λ 1

3 4− λ

∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ (2− λ)(4− λ)− 3 = 0 ⇒
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⇒ λ2 − 6λ + 5 = 0 ⇒ λ1 = 5, λ2 = 1.

×èñëà λ1 è λ2 åñòü âåùåñòâåííûå îäíîêðàòíûå êîðíè.
Íàéä¼ì ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ1 = 5 èç ñèñòåìû

óðàâíåíèé:

(A− Eλ1)B =

(
2− λ1 1

3 4− λ1

)(
b1

b2

)
= 0 ⇒

(
−3 1

3 −1

)(
b1

b2

)
= 0.

Åñëè óìíîæèòü âòîðóþ ñòðîêó íà −1 , ïîëó÷èì ïåðâóþ, òî åñòü âòîðàÿ ñòðîêà
åñòü ñëåäñòâèå ïåðâîé, ïîýòîìó

(−3 1)

(
b1

b2

)
= 0 èëè − 3b1 + b2 = 0.

Ïîëîæèì, íàïðèìåð, b1 = 1 , òîãäà èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò b2 = 3 .
Ïîëó÷èëè ñîáñòâåííûé âåêòîð

B =

(
1

3

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 = 5 ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîå ðåøåíèå

X1 =

(
x

y

)
= eλ1tB = e5t

(
1

3

)

Íàéä¼ì ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ λ2 = 1 èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:
(

2− λ2 1

3 4− λ2

)(
b1

b2

)
= 0 ⇒

(
1 1

3 3

)(
b1

b2

)
= 0, èëè b1 + b2 = 0.

Âûáèðàåì b1 = 1 , òîãäà èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò b2 = −1 . Èìååì
ñîáñòâåííûé âåêòîð è ÷àñòíîå ðåøåíèå

B =

(
1

−1

)
⇒ X2 = et

(
1

−1

)
.

Äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ X1 è X2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, îáùåå ðåøåíèå
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä:

X =

(
x

y

)
= C1X1 + C2X2 = C1e

5t

(
1

3

)
+ C2e

t

(
1

−1

)
,
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èëè 



x = C1e
5t + C2e

t,

y = 3C1e
5t − C2e

t.

Ïðèìåð 2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




ẋ = x− 3y,

ẏ = 3x + y.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ìàòðèöó ñèñòåìû:

A =

(
1 −3

3 1

)
.

Ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
∣∣∣∣∣

1− λ −3

3 1− λ

∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ (1− λ)2 + 9 = 0 ⇒ λ1,2 = 1± 3i.

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, âûáåðåì λ2 = 1 − 3i , òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé íà ýëå-
ìåíòû ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ïðèìåò âèä:

(A− Eλ)B = 0 ⇒
(

3i −3

3 3i

)(
b1

b2

)
= 0, èëè 3ib1 − 3b2 = 0.

Ïîëîæèì, íàïðèìåð, b1 = i , òîãäà èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò b2 = −1 .
Êîìïëåêñíîå ðåøåíèå äëÿ λ2 = 1− 3i :

X = eλ2t

(
b1

b2

)
= et(1−3i)

(
i

−1

)
.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ýéëåðà eα±iβ = eα(cos β ± i sin β) , ïåðåïèøåì:

X = et(cos 3t− i sin 3t)

(
i

−1

)
= et

(
i cos 3t + sin 3t

− cos 3t + i sin 3t

)
=

= et

(
sin 3t

− cos 3t

)
+ iet

(
cos 3t

sin 3t

)
.
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Ðåàëüíàÿ ReX è ìíèìàÿ ImX ÷àñòè X ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì ÷àñòíûì
ðåøåíèÿì:

X1 = ReX = et

(
sin 3t

− cos 3t

)
, X2 = ImX = et

(
cos 3t

sin 3t

)

Îáùåå ðåøåíèå

X =

(
x

y

)
= C1X1 + C2X2 = C1e

t

(
sin 3t

− cos 3t

)
+ C2e

t

(
cos 3t

sin 3t

)
,

èëè 



x = C1e
t sin 3t + C2e

t cos 3t,

y = −C1e
t cos 3t + C2e

t sin 3t.

Ïðèìåð 3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû



ẋ = x− y − z,

ẏ = x + y,

ż = 3x + z.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ìàòðèöó ñèñòåìû:

A =




1 −1 −1

1 1 0

3 0 1


 .

Ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ −1 −1

1 1− λ 0

3 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇒ λ1 = 1, λ2,3 = 1± 2i.

Íàéä¼ì ÷àñòíîå ðåøåíèå äëÿ λ1 = 1 . Ñèñòåìà óðàâíåíèé íà êîìïîíåí-
òû ñîáñòâåííîãî âåêòîðà:




1− λ1 −1 −1

1 1− λ1 0

3 0 1− λ1







b1

b2

b3


 = 0 ⇒




0 −1 −1

1 0 0

3 0 0







b1

b2

b3


 = 0
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Òðåòüÿ ñòðîêà åñòü ñëåäñòâèå âòîðîé, ïîýòîìó:

(
0 −1 −1

1 0 0

)



b1

b2

b3


 = 0 ⇒





−b2 − b3 = 0,

b1 = 0.

Âîçüì¼ì b2 = 1 , òîãäà b3 = −1 . ×àñòíîå ðåøåíèå:

X1 = eλ1t




b1

b2

b3


 = et




0

1

−1


 .

Íàéä¼ì ÷àñòíûå ðåøåíèå äëÿ ïàðû λ2,3 = 1 ± 2i . Âîçüì¼ì λ2 = 1 + 2i .
Ñèñòåìà óðàâíåíèé íà êîìïîíåíòû ñîáñòâåííîãî âåêòîðà:



−2i −1 −1

1 −2i 0

3 0 −2i







b1

b2

b3


 = 0.

Óïðîñòèì ñèñòåìó, ïðèâåä¼ì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ìàòðèöó


−2i −1 −1

1 −2i 0

3 0 −2i


 ∼




1 −2i 0

−2i −1 −1

3 0 −2i


 ,

ïðèáàâèì êî âòîðîé ñòðîêå ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà 2i ; ñëîæèì ê òðåòüåé
ñòðîêå ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà −3 :




1 −2i 0

−2i −1 −1

3 0 −2i


 ∼




1 −2i 0

0 3 −1

0 6i −2i


 .

Ïðèáàâèì ê òðåòüåé ñòðîêå âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà −2i , ïîëó÷èì óïðîù¼í-
íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé




1 −2i 0

0 3 −1

0 0 0







b1

b2

b3


 = 0 ⇒





b1 − 2ib2 = 0,

3b2 − b3 = 0.
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Ïîëîæèì b2 = 1 , òîãäà èç ñèñòåìû ñëåäóåò b1 = 2i, b3 = 3 . Êîìïëåêñíîå
ðåøåíèå äëÿ λ2 = 1 + 2i :

X = et(1+2i)




2i

1

3


 = et(cos 2t + i sin 2t)




2i

1

3


 =

= et



−2 sin 2t

cos 2t

3 cos 2t


 + iet




2 cos 2t

sin 2t

3 sin 2t


 .

Îòñþäà, äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ:

X2 = ReX = et



−2 sin 2t

cos 2t

3 cos 2t


 , X3 = ImX = et




2 cos 2t

sin 2t

3 sin 2t


 .

Îáùåå ðåøåíèå:

X =




x

y

z


 = C1X2 + C2X2 + C3X3 =

= C1e
t




0

1

−1


 + C2e

t



−2 sin 2t

cos 2t

3 cos 2t


 + C3e

t




2 cos 2t

sin 2t

3 sin 2t


 .

Ïðèìåð 4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû



ẋ = 2x− y − z,

ẏ = 2x− y − 2z,

ż = −x + y + 2z.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ìàòðèöó ñèñòåìû:

A =




2 −1 −1

2 −1 −2

−1 1 2


 .
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Ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå∣∣∣∣∣∣∣∣

2− λ −1 −1

2 −1− λ −2

−1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 1.

Íàøëè êîðåíü êðàòíîñòè s = 3 . Íàéä¼ì ðàíã ìàòðèöû (A− Eλ) :



2− λ −1 −1

2 −1− λ −2

−1 1 2− λ


 =




1 −1 −1

2 −2 −2

−1 1 1


 ∼

(
1 −1 −1

)
. (6)

Î÷åâèäíî, âòîðàÿ è òðåòüÿ ñòðîêè ìàòðèöû A − Eλ åñòü ñëåäñòâèÿ ïåðâîé,
òî åñòü ðàíã r = 1 . Ïàðàìåòð m = n− r = 3− 1 = 2 (n - ÷èñëî óðàâíåíèé â
ñèñòåìå). Íàéä¼ì s−m = 1 , çíà÷èò ðåøåíèå èùåì â âèäå: X = (U + tV )eλt,

ãäå

U =




a1

a2

a3


 , V =




b1

b2

b3


 .

Ïîäñòàâèì X â ñèñòåìó Ẋ = AX : λU + V + tλV = A(U + tV ). Ïðè-
ðàâíèâàåì ìàòðèöû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïî t , ïîëó÷àåì ñèñòåìû:

(A− Eλ)V = 0, (7)

(A− Eλ)U = V . (8)

Èç ñèñòåìû (7) ñëåäóåò: (A−Eλ)V = 0 ⇒ b1−b2−b3 = 0 ⇒ b1 = b2+b3 ,
çíà÷èò

V =




b2 + b3

b2

b3


 .

Ðàñïèøåì ñèñòåìó (8), ó÷èòûâàÿ âèä V :



1 −1 −1

2 −2 −2

−1 1 1







a1

a2

a3


 =




b2 + b3

b2

b3


 . (9)
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Íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (8) èìååò ðåøå-
íèå, åñëè ðàíã ìàòðèöû (A−λE) ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû
(A − λE | V ) . Ðàíã (A − λE) íàéäåí âûøå, r = 1 . Ïðèâåä¼ì ðàñøèðåííóþ
ìàòðèöó

(A− λE | V ) =




1 −1 −1

2 −2 −2

−1 1 1







b2 + b3

b2

b3




ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî êî âòîðîé ñòðîêå ñëîæèì ïåðâóþ, óìíî-
æåííóþ íà −2 ; ê òðåòüåé ñòðîêå ïðèáàâèì ïåðâóþ:

(A− λE | V ) ∼




1 −1 −1

0 0 0

0 0 0







b2 + b3

−b2 − 2b3

b2 + 2b3


 .

Ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 1 , åñëè b2 + b3 6= 0, −b2 − 2b3 = 0, b2 + 2b3 = 0 .
Íàõîäèì b2 = −2b3 , ïîäñòàâèì â ñòîëáåö V :

V =




b2 + b3

b2

b3


 =




−b3

−2b3

b3


 , òåïåðü b3 − ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà óïðîùàåòñÿ (A − λE | V ) ∼ [ 1 − 1 − 1 ][ −b3 ] , à
çíà÷èò è ñèñòåìà óðàâíåíèé (9):




1 −1 −1

0 0 0

0 0 0







a1

a2

a3


 =



−b3

0

0


 ⇒ a1 − a2 − a3 = −b3.

Âûáèðàåì a2 è a3 â êà÷åñòâå ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, òîãäà a1 = a2+a3−b3

è íàõîäèì

U =




a1

a2

a3


 =




a2 + a3 − b3

a2

a3


 .
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Îáùåå ðåøåíèå ñîäåðæèò òðè ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå a2 , a3 è b3 :

X = (U + tV )eλt = et




a2 + a3 − b3

a2

a3


 + tet




−b3

−2b3

b3


 .

Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé:

1.





ẋ = x− y,

ẏ = −4x + y.
2.





ẋ = x + y,

ẏ = −2x + 3y.

3.





ẋ = 3x− y + z,

ẏ = x + y + z,

ż = 4x− y + 4z; λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 5.

4.





ẋ = 2x + y,

ẏ = x + 3y − z,

ż = −x + 2y + 3z; λ1 = 2, λ2,3 = 3± i.

5.





ẋ = −x + y − 2z,

ẏ = 4x + y,

ż = 2x + y − z; λ1 = 1, λ2 = λ3 = −1

6.





ẋ = 2x + y,

ẏ = −x + 4y.

Îòâåòû:
1. x = C1e

−t + C2e
3t , y = 2C1e

−t − 2C2e
3t .

2. x = e2t(C1 cos t + C2 sin t) , y = e2t[(C1 + C2) cos t + (C2 − C1) sin t] .
3. x = C1e

t + C2e
2t + C3e

5t , y = C1e
t − 2C2e

2t + C3e
5t , z = −C1e

t − 3C2e
2t +

3C3e
5t .

4. x = C1e
2t + e3t(C2 cos t + C3 sin t) , y = e3t[(C2 + C3) cos t + (C3 − C2) sin t] ,

z = C1e
2t + e3t[(2C2 − C3) cos t + (2C3 + C2) sin t] .
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5. x = (C2 + C3t)e
−t , y = 2C1e

t− (2C2 + C3 + 2C3t)e
−t , z = C1e

t− (C2 + C3 +

C3t)e
−t .

6. x = (C1 + C2t)e
3t , y = (C1 + C2 + C2t)e

3t .
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2 Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòî-
ÿííûõ

Ðàññìîòðèì íà îòðåçêå t ∈ [a, b] ëèíåéíóþ íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ẋ = AX + F. (10)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòû aij(t) ìàòðèöû A è ôóíêöèè fi(t) èç ñòîëáöà
F íåïðåðûâíû íà îòðåçêå t ∈ [a, b] . Òîãäà ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Îáùåå ðåøåíèå íà îòðåçêå t ∈ [a, b] ñèñòåìû (10) ðàâíî ñóììå
îáùåãî ðåøåíèÿ X0 =

∑
CiX i ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû

Ẋ = AX (11)

è êàêîãî-íèáóäü ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ Xch íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (10), òî åñòü

X = X0 + Xch.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóþò ìåòîä âàðèàöèè ïðî-
èçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

Åñëè X0 =
∑

CiX i îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû (11), òî ðåøå-
íèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (10) èùóò â âèäå

X =
∑

Ci(t)X i, (12)

ãäå Ci(t) - íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Ïîäñòàâèì (12) â (10), ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà Ci(t) :

∑
Ċi(t)X i = F. (13)

Ñèñòåìà (13) âñåãäà ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî Ċi(t) íà îòðåçêå t ∈ [a, b] , òàê
êàê ôóíêöèè X i ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ðàçðåøèì è ïðîèíòåãðèðóåì (13):

Ci(t) = ψi(t) + Si, ãäå Si − ïîñòîÿííûå.
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Òàêèì îáðàçîì,

X =
∑

Ci(t)(ψi(t) + Si). (14)

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




ẋ = −4x− 2y +
2

et − 1
,

ẏ = 6x + 3y − 3

et − 1
.

(15)

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó




ẋ = −4x− 2y,

ẏ = 6x + 3y.

Å¼ îáùåå ðåøåíèå (ìåòîä ðàçîáðàí ðàíåå):

X0 =

(
x

y

)
= C1

(
1

−2

)
+ C2e

−t

(
2

−3

)
.

Ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (15) èùåì â âèäå

X = C1(t)

(
1

−2

)
+ C2(t)e

−t

(
2

−3

)
. (16)

Ñîñòàâèì ñîãëàñíî (13) ñèñòåìó óðàâíåíèé íà ôóíêöèè C1(t) è C2(t) :

Ċ1

(
1

−2

)
+ Ċ2e

−t

(
2

−3

)
=




2

et − 1

− 3

et − 1


 ,

èëè




Ċ1 + 2e−tĊ2 =
2

et − 1
,

−2Ċ1 − 3e−tĊ2 = − 3

et − 1
.

⇒





Ċ1 = 0,

Ċ2 =
et

et − 1
.

⇒




C1 = S1,

C2 = ln |et − 1|+ S2,
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ãäå S1 , S2 ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîäñòàâèì C1(t) è C2(t) â (16), ïîëó-
÷èì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû:

X = S1

(
1

−2

)
+ S2e

−t

(
2

−3

)
+ e−t ln |et − 1|

(
2

−3

)
.

Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïî-
ñòîÿííûõ:

1.





ẋ = −x + 2y,

ẏ = −3x + 4y +
e3t

e2t + 1
.
2.





ẋ = x− y +
1

cos t
,

ẏ = 2x− y.

3.





ẋ = 3x− 2y +
e3t

et + 1
,

ẏ = x− e3t

et + 1
.

Îòâåòû:
1. x = C1e

t+2C2e
2t−et ln(e2t+1)+2e2t arctan et , y = C1e

t+3C2e
2t−et ln(e2t+

1) + 3e2t arctan et .
2. x = C1 cos t + C2 sin t + t(cos t + sin t) + (cos t − sin t) ln | cos t| , y = (C1 −
C2) cos t + (C1 + C2) sin t + 2 cos t ln | cos t|+ 2t sin t .
3. x = C1e

t + 2C2e
2t − 3e2t + (3et + 4e2t) ln(et + 1) , y = C1e

t + C2e
2t − 3e2t +

(3et + 2e2t) ln(et + 1) .
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3 Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìå-
òîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ẋ = AX + F (17)

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè aij è ýëåìåíòàìè ñâîáîäíîãî ñòîëáöà F âèäà

fi(t) = eγt(Q
(i)
ki

(t) sin qt + P (i)
mi

(t) cos qt), i = 1 . . . n, (18)

ãäå Q
(i)
ki

(t) , P
(i)
mi (t) - ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ki è mi , ñîîòâåòñòâåííî; n - ÷èñëî

óðàâíåíèé â ñèñòåìå. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü ìåòîäîì
íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ. ×àñòíîå ðåøåíèå Xch ïîäáèðàåòñÿ ïî âèäó
ôóíêöèé (íåîäíîðîäíîñòåé) fi(t) :

x
(i)
ch = eγt(M

(i)
l+s(t) sin qt + N

(i)
l+s(t) cos qt). (19)

×èñëî l åñòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå l = max{ki, mi} . Ïàðàìåòð s = 0 ,
åñëè ÷èñëà ν = γ ± iq íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
|A − Eλ| = 0 ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, s - èõ êðàòíîñòü. ×èñëî γ âçÿòî èç
ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû, q - èç àðãóìåíòîâ êîñèíóñà è ñèíóñà èç âûðàæåíèÿ
(18) ôóíêöèè fi(t) .

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




ẋ = y − 5 cos t,

ẏ = 2x + y.
(20)

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó




ẋ = y,

ẏ = 2x + y.
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèñòåìû ðàâíû λ1 = 2 , λ2 = −1 , a îáùåå ðåøåíèå:

X0 =

(
x0

y0

)
= C1e

2t

(
1

2

)
+ C2e

−t

(
1

−1

)
.

Ïîäáåð¼ì ÷àñòíîå ðåøåíèå ïî âèäó íåîäíîðîäíîñòè èñõîäíîé ñèñòå-
ìû. Ôóíêöèè 5 cos t ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëà ν = ±i . Îíè íå ñîâïàäàåò ñ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1,2 , ïîýòîìó â ôîðìóëå (19) ïàðàìåòð s = 0 .
Ïàðàìåòð l = 0 , òàê êàê ìíîæèòåëü 5 ïåðåä cos t åñòü ïîëèíîì íóëåâîãî
ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå x1 = A cos t + B sin t ,
y1 = C cos t + D sin t .

Îïðåäåëèì ïîñòîÿííûå A , B , C è D , äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì x1 , y1 â
(20): 




−A sin t + B cos t = C cos t + D sin t− 5 cos t,

−C sin t + D cos t = 2A cos t + 2B sin t + C cos t + D sin t.

Ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè cos t è sin t â ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèÿõ.
Ýòî äà¼ò ñèñòåìó




cos t : B = C − 5,

cos t : D = 2A + C,

sin t : −A = D,

sin t : −C = 2B + D.

⇒ A = −1, B = −2, D = 1, C = 3 ⇒

⇒ X1 =

(
x1

y1

)
=

(
A cos t + B sin t

C cos t + D sin t

)
=

(
− cos t− 2 sin t

3 cos t + sin t

)
.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (20):

X = X0 + X1 = C1e
2t

(
1

2

)
+ C2e

−t

(
1

−1

)
+

(
− cos t− 2 sin t

3 cos t + sin t

)
.

Ïðèìåð 2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé



ẋ = 2x + y + 2et,

ẏ = −2x + 2t.
(21)
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó




ẋ = 2x + y,

ẏ = −2x.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâíû λ1,2 = 1 ± i , îáùåå
ðåøåíèå:

X0 =

(
x0

y0

)
= C1e

t

(
cos t

− cos t− sin t

)
+ C2e

t

(
sin t

cos t− sin t

)
.

Îïðåäåëèì ÷àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ïî âèäó íåîäíîðîäíî-
ñòåé 2et è 2t . Ôóíêöèè et ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî ν1 = 1 ; äëÿ 2t ÷èñëî ðàâíî
ν2 = 0 . ×èñëà ν1 è ν2 ðàçíûå, çíà÷èò áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ äëÿ
êàæäîé íåîäíîðîäíîñòè îòäåëüíî.

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîñòü 2et , íàéä¼ì ÷àñòíîå ðåøåíèå äëÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé 




ẋ = 2x + y + 2et,

ẏ = −2x.
(22)

Òàê êàê ÷èñëî ν1 = 1 íå ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1,2 , òî â
ôîðìóëå (19) ïàðàìåòð s = 0 . Ïàðàìåòð l = 0 , òàê êàê ìíîæèòåëü 2 ïåðåä et

åñòü ïîëèíîì íóëåâîãî ïîðÿäêà, òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå x1 = Aet ,
y1 = Bet .

Íàéä¼ì A è B , ïîäñòàâèì x1 , y1 â (22):




Aet = 2Aet + etB + 2et,

Bet = −2Aet.
⇒





A = 2A + B + 2,

B = −2A.
⇒





A = 2,

B = −4.
⇒

X1 =

(
x1

y1

)
=

(
Aet

Bet

)
=

(
2et

−4et

)
= et

(
2

−4

)
.

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîñòü 2t è ñèñòåìó óðàâíåíèé




ẋ = 2x + y,

ẏ = −2x + 2t.
(23)
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Òàê êàê ÷èñëî ν2 = 0 íå ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1,2 , òî â
ôîðìóëå (19) ïàðàìåòð s = 0 . Ïàðàìåòð l = 1 , òàê êàê 2t åñòü ïîëèíîì
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó ÷àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå x2 = At + B , y2 =

Ct + D .
Íàéä¼ì A , B , C è D , ïîäñòàâèì x2 , y2 â (23):





A = 2At + 2B + Ct + D,

C = −2At− 2B + 2t.

Ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ:




t : 2A + C = 0,

t : −2A + 2 = 0,

t0 : 2B + D = A,

t0 : −2B = C.

⇒ A = B = 1, D = −1, C = −2 ⇒

⇒ X2 =

(
x2

y2

)
=

(
At + B

Ct + D

)
=

(
t + 1

−2t− 1

)
.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (21):

X = X0 + X1 + X2 = C1e
t

(
cos t

− cos t− sin t

)
+ C2e

t

(
sin t

cos t− sin t

)
+

+et

(
2

−4

)
+

(
t + 1

−2t− 1

)
.

Ïðèìåð 3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




ẋ = y + 2et,

ẏ = x.
(24)

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó




ẋ = y,

ẏ = x.
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ðàâíû λ1,2 = ±1 , êðàòíîñòü èõ ðàâíà
1 , çíà÷èò îáùåå ðåøåíèå:

X0 =

(
x0

y0

)
= C1e

t

(
1

1

)
+ C2e

−t

(
1

−1

)
.

Ïîäáåð¼ì ÷àñòíîå ðåøåíèå ïî âèäó íåîäíîðîäíîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû.
Ôóíêöèè 2et ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî ν = 1 , îíî ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì λ1 = 1 , ïîýòîìó â ôîðìóëå (19) ïàðàìåòð s åñòü êðàòíîñòü êîðíÿ
λ1 , òî åñòü s = 1 . Ïàðàìåòð l = 0 , òàê êàê ìíîæèòåëü 2 ïåðåä et åñòü ïî-
ëèíîì íóëåâîãî ïîðÿäêà. ×àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå x1 = et(At + B) ,
y1 = et(Ct + D) , ïîäñòàâèì â (24):





et(At + B) + etA = et(Ct + D) + 2et,

et(Ct + D) + etC = et(At + B).

Ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t :



t : A = C,

t : C = A,

t0 : B + A = D + 2,

t0 : D + C = B.

⇒ A = C = 1, B = 0, D = −1 ⇒

⇒ X1 =

(
x1

y1

)
= et

(
t

t− 1

)
.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (24):

X = X0 + X1 = C1e
t

(
1

1

)
+ C2e

−t

(
1

−1

)
+ et

(
t

t− 1

)
.

Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöè-
åíòîâ:

1.





ẋ = 3x + 2y + 4e5t,

ẏ = x + 2y.
2.





ẋ = 2x− y,

ẏ = −2x + y + 18t.
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3.





ẋ = 2x− 3y,

ẏ = x− 2y + 2 sin t.
4.





ẋ = 5x− 3y + 2e3t,

ẏ = x + y + 5e−t.

Îòâåòû:
1. x = C1e

t + 2C2e
4t + 3e5t , y = −C1e

t + C2e
4t + e5t .

2. x = C1e
3t + C2 + 3t2 + 2t , y = −C1e

3t + 2C2 + 6t2 − 2t− 2 .
3. x = 3C1e

t + C2e
−t + 3 sin t , y = C1e

t + C2e
−t − cos t + 2 sin t .

4. x = C1e
2t + 3C2e

4t − e−t − 4e3t , y = C1e
2t + C2e

4t − 2e−t − 2e3t .
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4 Íåëèíåéíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ñèñòåìó ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ðåøèòü, ñâåäÿ å¼ ê äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âûñøåãî ïîðÿäêà íà îäíó èç íåèçâåñòíûõ ôóíê-
öèé.

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dy

dx
= y2z,

dz

dx
=

z

x
− yz2.

(25)

Ðåøåíèå. Âûðàçèì z èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû è íàéä¼ì ïðîèç-
âîäíóþ z′x :

z =
y′x
y2 ⇒ z′x =

y′′xy
2 − 2yy′2x

y4 ,

ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå è ïðîèíòåãðèðóåì:

y′′x =
y′2x
y

+
y′x
x
⇒ y = C2e

C1x
2

.

Îïðåäåëèì z èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (25): z =
y′x
y2 =

(C2e
C1x

2

)′x
(C2eC1x2)2 =

2C1xe−C1x
2

C2
.

Îáùåå ðåøåíèå:

y = C2e
C1x

2

, z =
2C1xe−C1x

2

C2
.

Âàæíî, ÷òî ôóíêöèÿ z îïðåäåëåíà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, áåç
èíòåãðèðîâàíèÿ. Åñëè z îïðåäåëèòü èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ, òî âîçíèêíåò ëèø-
íÿÿ êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðóþ íóæíî áóäåò äîîïðåäåëÿòü.

Âûøå èçëîæåííûé ìåòîä íå âñåãäà ýôôåêòèâíûé, âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå âûñøåãî ïîðÿäêà. Óäîáíî èíîãäà èñïîëüçî-
âàòü ìåòîä èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîð-
ìå: 




ẋ1 = f1(t, x1, x2, . . . xn),

ẋ2 = f2(t, x1, x2, . . . xn),

· · ·
ẋn = fn(t, x1, x2, . . . xn).

(26)

Îïðåäåëåíèå 4.1. Èíòåãðèðóåìîé êîìáèíàöèåé íàçûâàåòñÿ ëåãêî ðåøàåìîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû (26).

Èíòåãðèðóÿ êîìáèíàöèþ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ϕ(t, x1, x2, . . . xn) = C.

Ôóíêöèþ ϕ(t, x1, x2, . . . xn) èëè ñàìî óðàâíåíèå íàçûâàþò ïåðâûì èíòåãðà-
ëîì ñèñòåìû (26). Ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî èíòåãðàëà ìîæíî èç ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé èñêëþ÷èòü îäíó íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ, ÷òî ìîæåò ñóùåñòâåííî îáëåã-
÷èòü äàëüíåéøåå ðåøåíèå.

Åñëè íàéòè n íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ



ϕ1(t, x1, x2, . . . xn) = C1,

ϕ2(t, x1, x2, . . . xn) = C2,

· · ·
ϕn(t, x1, x2, . . . xn) = Cn,

òî íåÿâíî îïðåäåëèì íåèçâåñòíûå ôóíêöèè x1(t), x2(t), . . . xn(t) .
Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè èíòåãðàëîâ:

D(ϕ1, ϕ2, . . . ϕn)

D(x1, x2, . . . xn)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ1

∂x1

∂ϕ2

∂x1
. . .

∂ϕn

∂x1

∂ϕ1

∂x2

∂ϕ2

∂x2
. . .

∂ϕn

∂x2

· · · ·
∂ϕ1

∂xn

∂ϕ2

∂xn
. . .

∂ϕn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0.
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Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (26) ïåðåìåííàÿ t çàíèìàåò îñîáîå ïîëîæåíèå êàê
íåçàâèñèìàÿ. Ýòî íå âñåãäà óäîáíî äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíà-
öèé. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïåðåïèñàòü òàê ñèñòåìó:

dt

1
=

dx1

f1(t, x1, x2, . . . xn)
= . . . =

dxn

fn(t, x1, x2, . . . xn)
. (27)

Òàêîé çàïèñü ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ôîðìîé. Çäåñü âñå ïåðå-
ìåííûå âõîäÿò ðàâíîïðàâíî.

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (27) ïîëåçíî çíàòü ñâîéñòâî ðàâíûõ äðî-
áåé: åñëè

a1

b1
=

a2

b2
= . . . =

an

bn
= r,

òî ïðè ëþáûõ k1, k2 . . . kn ñïðàâåäëèâî
k1a1 + k2a2 + . . . + knan

k1b1 + k2b2 + . . . + knbn
= r. (28)

Ïðèìåð 2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dy

dx
=

x

z
,

dz

dx
= −x

y
.

(29)

Ðåøåíèå. Èç óðàâíåíèé ñëåäóåò:
dy

dx
=

x

z
⇒ dx =

dy

x/z
;

dz

dx
= −x

y
⇒ dx = − dz

x/y
.

Îòñþäà ñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà ñèñòåìû: dx =
dy

x/z
= − dz

x/y
èëè

dx

yz
=

dy

xy
= −dz

xz
. (30)

Âòîðîå ðàâåíñòâî èç (30) åñòü èíòåãðèðóåìàÿ êîìáèíàöèÿ:
dy

xy
= −dz

xz
⇒ dy

y
= −dz

z
⇒ yz = C1.
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Ðàññìîòðèì ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (30). Äëÿ åãî èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëü-
çóåì íàéäåííûé ïåðâûé èíòåãðàë yz = C1 :

dx

yz
=

dy

xy
⇒ dx

C1
=

dy

xy
⇒ x2

2C1
− ln y = C2 ⇒ x2

2yz
− ln y = C2.

Ïåðâûå èíòåãðàëû yz = C1,
x2

2yz
−ln y = C2 îïðåäåëÿþò îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû óðàâíåíèé (29).

Ïðèìåð 3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dx

x + y2 + z2 =
dy

y
=

dz

z
. (31)

Ðåøåíèå. Ïåðâàÿ êîìáèíàöèÿ:
dy

y
=

dz

z
⇒ z

y
= C1.

Äàëåå, óìíîæèì íà y ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü âòîðîé äðîáè (31), â òðåòüåé
äðîáè � íà z :

dx

x + y2 + z2 =
ydy

y2 =
zdz

z2 ⇒ dx

x + y2 + z2 =
dy2

2y2 =
dz2

2z2 .

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ðàâíûõ äðîáåé:
dx− dy2 − dz2

x + y2 + z2 − 2y2 − 2z2 =
dz2

2z2 ⇒
d(x− y2 − z2)

x− y2 − z2 =
dz

z
⇒ x− y2 − z2

z
= C2.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå:
z

y
= C1,

x− y2 − z2

z
= C2.

Íàéòè îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé:

1. dx

x(y + z)
=

dy

z(z − y)
=

dz

y(y − z)
.

2. dx

y + z
=

dy

x + z
=

dz

x + y
.

3. dx

y − x
=

dy

x + y + z
=

dz

x− y
.

Îòâåòû:
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1. y2 + z2 = C1 , x(y − z) = C2 .
2. x− y = C1(y − z) , (x− z)2(x + y + z) = C2 .
3. x + z = C1 , (x + y + z)(y − 3x− z) = C2 .

29



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ýëüñãîëüö Ë.Ý. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è âàðèàöèîííîå èñ÷èñëå-
íèå. Ì.: Íàóêà, 1969.

[2] Ôèëèïïîâ À.Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì. Ì.; Èæåâñê: Èçä. ÐÕÄ, 2000.

[3] Ôèëèïïîâ À.Ô. Ââåäåíèå â òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ì.:
Åäèòîðèàë ÓÐÑÑ, 2004.

[4] Êðàñíîâ Ì.Ë., Êèñåëåâ À.È., Ìàêàðåíêî Ã.È.. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Çàäà÷è è ïðèìåðû ñ ïîäðîáíûìè ðåøåíèÿìè. Ì.:
Åäèòîðèàë ÓÐÑÑ, 2002.

30


